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Kapitola 1

Úvod

Teorie ř́ızeńı je vědńı obor zabývaj́ıćı se dynamickými systémy, jejich popisem
a možnosti ř́ıdit jejich chováńı. Dynamickým systémem lze nazvat jakoukoliv
soustavu s určeńım jejich vstup̊u a výstup̊u, která se vyv́ıj́ı v čase. Dynam-
ické systémy maj́ı mnoho podob. Mechanický dynamický systém je např́ıklad
závaž́ı na pružině. Z oblasti elektroniky je to nějaký elektrický obvod na němž
měř́ıme určité signály. V chemii to může být prob́ıhaj́ıćı reakce, kde vstupem
je teplota reaguj́ıćıch látek a výstupem množstv́ı produktu. Ekonomická situ-
ace podniku, státu nebo celého světa je dynamický systém. Popsat a pocho-
pit tyto systémy je velmi d̊uležité. O to větš́ı d̊uležitosti nabývá možnost
takovéto systémy ovlivňovat tak, aby jejich chováńı, reprezentováno výstupy
systému, sledovalo určitý záměr. Regulátor, který ř́ıd́ı nějaký systém, je sám
také dynamický systém, který je spojen s ř́ızeným systémem a na základě
jeho stavu nastavuje vstupy za účelem dosažeńı požadovaných vlastnost́ı.

Z hlediska teorie ř́ızeńı je dynamický systém soustava, jej́ıž chováńı je
možno popsat diferenciálńı nebo diferenčńı rovnićı. Regulátor je také dynam-
ický systém, který se snaž́ı minimalizovat odchylku výstupu regulovaného
systému od požadované hodnoty.

Na regulovaný systém jsou však vždy kladena jistá omezeńı daná vlast-
nostmi systému. Tato omezeńı muśı regulátor dodržet, pokud má být
zachována správná činnost regulovaného systému. Existuj́ı jisté metody
regulace, které však omezeńı systému neuvažuj́ı. Jak takovéto regulátory
vhodným zp̊usobem přimět k respektováńı omezeńı systému je tématem této
práce.
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Kapitola 2

Omezeńı systému

V této kapitole je popsáno ř́ızeńı systému s pevnými omezeńımi vstupu.
Každý systém má jistá omezeńı, která jsou dána jeho konstrukćı. Každá

skutečná soustava je tvořena určitými částmi, které jsou ovlivňovány vstu-
pem a určuj́ı hodnotu výstupu.

Omezeńı na výstupu je určeno maximálńı a minimálńı hodnotou, jakou
je systém schopen na výstupu dosáhnout. Podobné omezeńı lze nalézt i u
vstup̊u systému. Systém je schopen užitečně reagovat jen na omezené hodnoty
vstupńıch veličin.

Při překročeńı těchto omezeńı dojde k poškozeńı systému. To znamená, že
se p̊uvodńı systém změńı v systém jiný, takový, který již nepracuje správně.
Jistě by bylo možné do p̊uvodńıho systému zahrnout i jeho poškozeńı jako
vnitřńı stav, ale to by nebylo př́ılǐs užitečné. Systém se nesmı́ zničit. Hod-
noty každého vstupu i výstupu se mohou pohybovat jen v určitých známých
intervalech.

Referenčńı trajektorie výstupu systému je známá, známé je i omezeńı
výstupu. V př́ıpadě, že se referenčńı trajektorie pohybuje mimo omezeńı,
muśı být použit jiný systém nebo upravena trajektorie. Toto je jednoduché.

Podstatně složitěǰśı situace je s omezeńım vstupu systému. Problém je v
tom jak do regulátoru tato omezeńı začlenit, tak, aby byla zachována jeho
správná činnost. Důležité je také zachovat rozumnou výpočetńı náročnost
regulátoru, nebot’ regulátor muśı být schopen pracovat v reálném čase.

2.1 Regulátor respektuj́ıćı vstupńı omezeńı

Aby systém nebyl poškozen, regulátor nesmı́ překročit vstupńı omezeńı reg-
ulovaného systému. Je proto nutné výstup regulátoru omezit na povolený
rozsah změnou přesahuj́ıćı hodnot na nejbližš́ı povolenou hodnotu. Takto
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upravený regulátor zaruč́ı splněńı vstupńıch omezeńı a lze jej v určitých
př́ıpadech použ́ıt. Toto řešeńı má však velkou nevýhodu ve spojeńı s predik-
tivńımi regulátory, které nemaj́ı možnost zahrnout vstupńı omezeńı do
výpočtu predikce, jako např́ıklad LQ regulátory.

Funkce prediktivńıho regulátoru je založena na simulaci systému určitý
čas do budoucna, v každém bodě této simulace je známa odchylka vstupu
od referenčńı trajektorie. Regulátor hledá takový pr̊uběh vstup̊u, aby nějaká
funkce, závisej́ıćı mimo jiné i na odchylkách výstup̊u byla co nejmenš́ı. Prvńı
takto vypoč́ıtaný vstup použije pro ř́ızeńı.

Prediktivńı regulátor, jehož výstup je omezován mimo jeho výpočet,
nemůže pracovat správně, protože neńı schopen toto omezováńı zahrnout
do simulace. A celá predikce je proto chybná.

Také existuj́ı prediktivńı regulátory, jako např́ıklad GPC – General Pre-
dictive Control, které uvažuj́ı omezeńı již při výpočtu vstupu. To je bezes-
poru velmi dobrá vlastnost, nicméně maj́ı i řadu nevýhod. Předevš́ım jsou
nelineárńı, což přináš́ı pot́ıže s analityckými metodami určenými např́ıklad
pro určeńı stability regulace. Obecně plat́ı, že systém s vstupńımi omezeńımi
neńı lineárńı, a proto ani regulátor, který s těmito omezeńımi poč́ıtá, neńı
lineárńı. Tento druh regulátor̊u neńı rozeb́ırán v tomto textu.

V př́ıpadě regulátoru, který neńı na okrajové podmı́nky stavěný, je nutno
tento problém vyřešit jiným zp̊usobem. Je třeba dosáhnout toho, aby vstupy
systému setrvávaly v dovolených meźıch, ačkoliv se ve výpočtu regulátoru
omezuj́ıćı interval explicitně nevyskytuje. Takto nebude nutno vstupy ome-
zovat a funkce regulátoru bude bez chyb. Jde o správné nastaveńı parametr̊u
regulátoru.

2.2 Hledáńı vhodných parametr̊u regulátoru

Určitý druh regulátoru je plně charakterizován svými parametry. Těmi je
dána schopnost regulátoru přesně sledovat referenčńı trajektorii výstupu a
také užitá velikost vstupńıch veličin.

Této vlastnosti lze využ́ıt pro sńıžeńı rozsahu vstupńıch veličin regulátoru
vhodným nastaveńım parametr̊u. Při tom však muśı být regulátor stále
dostatečně schopný ř́ıdit.

Je patrné, že při použit́ı jednoho typu regulátoru je přesnost sledováńı
referenčńı trajektorie přibližně nepř́ımo úměrná nárok̊um na rozsah užitých
vstupńıch hodnot.

Zhoršeńı funkce regulátoru ve smyslu sledováńı referenčńı trajektorie nas-
tane při omezeńı vstupńıch hodnot, které nesměj́ı opustit dovolený interval.
To však nastane v každém př́ıpadě a to bud’ omezováńı vstupu bez účasti al-
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goritmu regulátoru, a nebo dojde k omezeńı již při samém výpočtu. Každá z
těchto dvou možnost́ı přináš́ı jisté nevýhody. Pokud dojde k omezeńı vstup̊u
již při výpočtu pomoćı vhodného nastaveńı parametr̊u, budou zmenšeny
také vstupy, které by nepřesáhly omezeńı a tak se zbytečně zhorš́ı vlastnosti
regulace. V př́ıpadě omezováńı vstupu je situace mnohem nepřehledněǰśı,
protože prediktivńı regulátor přestane správně plnit svou funkci predikce.
Chováńı takto špatně predikuj́ıćıho regulátoru je složité popsat. V této práci
je pozornost věnována nastaveńı parametr̊u regulátoru tak, aby k porušeńı
omezeńı nedocházelo v̊ubec nebo co nejméně.

Hledáńı vhodných parametr̊u bude prováděno určitým iteračńım
zp̊usobem, kdy se v každém kroku ohodnot́ı mı́ra porušeńı daných omezeńı.
Ćılem iterace bude naj́ıt bod v prostoru možných parametr̊u regulátoru, ve
kterém je porušeńı omezeńı minimálńı. Mı́ru porušeńı lze vyjádřit jako funkci
zobrazuj́ıćı parametry regulátoru na č́ıslo. Pokud k porušeńı během regulace
nedojde v̊ubec bude tato funkce nulová. Se zvětšuj́ıćım se nedodržeńım do-
voleného intervalu tato funkce roste. Konkrétńı podoba této funkce je libo-
volná.

2.3 Pravděpodobnostńı pohled na vstupńı

omezeńı

V př́ıpadě ideálńıho deterministického systému je možné dosáhnout toho, aby
byla vstupńı omezeńı dodržena vždy. Jinými slovy lze nalézt takové parame-
try regulátoru, ve se vstupy chovaj́ı podle našich požadavk̊u. Toto tvrzeńı
lze zd̊uvodnit tak, že pokud známe referenčńı trajektorii výstupu regulátor
při nějakém nastaveńı parametr̊u použije pro ř́ızeńı určitou omezenou oblast
vstup̊u. Protože regulátor je deterministický, je pr̊uběh regulace vždy stejný a
tedy i tato oblast se neměńı. Vhodnou změnou parametr̊u lze doćılit menš́ıho
rozsahu vstup̊u tak, že neopouštěj́ı povolený rozsah.

Deterministický systém je však pouhou idealizaćı skutečnosti. Pokud
má model systému odpov́ıdat reálnému světu, ve kterém p̊usob́ı r̊uzné
neměřitelné poruchy, je nezbytné tyto poruchy do modelu zahrnout. Protože
jsou poruchy neměřitelné, neńı známa jej́ıch hodnota a jediný možný popis je
pomoćı rozděleńı hustoty pravděpodobnosti. To ovšem měńı celou situaci a
s t́ım, jak je jedna veličina systému náhodná, jsou náhodné všechny ostatńı,
které na ńı záviśı. Regulátor je zpětnovazebńı a tyto poruchy po jednom
kroku ovlivńı všechny veličiny regulovaného systému i regulátoru.

Při modelováńı nedeterministického, jinými slovy stochastického, systému
se náhodné poruchy berou jako b́ılý šum s normálńım rozděleńım hustoty
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pravděpodobnosti a s nulovou středńı hodnotou. Činnost regulátoru stocha-
stického systému je stejná jako u deterministického, ale mı́sto hodnot veličin
se poč́ıtá s jejich středńımi hodnotami.

Pokud by podmı́nka dodržeńı vstupńıch omezeńı byla pro stochastické
systémy formulována podobně, tedy aby středńı hodnota překročeńı omezeńı
vstup̊u neopustila povolenou oblast, nebylo by to mnoho platné. Podle hus-
toty pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı by hodnota vstupńıch veličin
vyhovovala omezeńım s pravděpodobnost́ı přibližně jedna polovina. Na
druhou stranu nelze po regulátoru cht́ıt, aby všechny vstupy vyhověly
omezeńı, to jest, aby pravděpodobnost splněńı omezeńı byla rovna jedné.
To je dáno tvarem funkce hustoty pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı,
která je nenulová na celém oboru reálných č́ısel. Proto bude splněńı vstupńıch
omezeńı spojeno vždy s určitým č́ıslem udávaj́ıćım dovolenou mı́ru nesplněńı.

Pokud by byla uvažována jen splněńı či nesplněńı omezeńı, byla by touto
mı́rou pravděpodobnost splněńı podmı́nek. Mı́ra nesplněńı podmı́nek je dána
hodnot́ıćı funkćı, která může hodnotit např́ıklad i velikost překročeńı.
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Kapitola 3

LQ–regulátor

3.1 Systém

LQ regulátor je určen pro ř́ızeńı lineárńıho diskrétńıho systému. Pro ř́ızeńı
spojitého systému je nutné ho diskretizovat a pro ř́ızeńı nelineárńıho systému
zase linearizovat.

Obecný diskrétńı systém je dán svým vstupem u(t) a výstupem y(t).
Vstup a výstup jsou svázány diferenčńı rovnićı

F (y(t), y(t− 1), . . . , y(t− n), u(t), u(t− 1), . . . , u(t− m)) = 0

nebo jedná-li se o lineárńı systém

an(t)y(t− n) + . . . + a0(t)y(t) = bm(t)u(t − m) + . . . + b0(t)u(t)

poznámka
V této kapitole je systém definován následuj́ıćım zp̊usobem jsou potom

ṕısmena a a b s mnoha indexy použita trochu jiným zp̊usobem.

3.1.1 MIMO systém
popsat
to
pořádně

Simulovaný systém je v mylq dán vněǰśım popisem, to znamená, aktuálńı
výstup y je určen lineárńı kombinaćı minulých výstup̊u a vstup̊u a konstanty,
čili stavu x, aktuálńıch vstup̊u u a šumu e

y(t) = Θ
(

u(t),x(t), 1
)T

+ e(t)

matice Θ určuje tu lineárńı kombinaci.
To že jde o vněǰśı popis je dáno t́ım že stav obsahuje pouze minulé vstupy

a výstupy, a tud́ıž jej neńı nutné složitě rekonstruovat.
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3.2 Matice vývoje stavu

3.2.1 Struktura

Pracujeme s vněǰśım popisem MIMO systému. Jeho struktura necht’ je
popsána takto:

nu — počet vstup̊u (složek vstupu)

ny — počet výstup̊u (složek výstupu)

ru — počet vstup̊u z r̊uzných časových okamžik̊u, je jich o jednu v́ıce než je
pamět’ pro vstup, protože se poč́ıtá též aktuálńı vstup

ry — počet výstup̊u z r̊uzných časových okamžik̊u, je rovno velikosti pamět’

pro výstup

3.2.2 Rozš́ı̌rený stav

Pro popis systému je použit tzv. rozš́ı̌rený stav systému, což je stav, vstup
a referenčńı hodnoty veličin v jednom vektoru. Pro ilustraci předpokládejme
že je použit systém se dvěma vstupy a dvěma výstupy s pamět́ı jeden krok
pro vstup a dva kroky pro výstup Za tohoto předpokladu budou mı́t všechny
výše uvedené parametry struktury systému hodnotu dva.

Rozš́ı̌rený stav systému

z = (u x)T = (

vstup
︷ ︸︸ ︷

u1
1 u2

1

stav
︷ ︸︸ ︷

u1
2 u2

2 y1
1 y2

1
︸ ︷︷ ︸

výstup

y1
2 u2

2 1 u1
0 u2

0 y1
0 y2

0
︸ ︷︷ ︸

refer. hodnoty

)T (3.1)

index nahoře určuje složku veličiny a index dole dobu před jakou byla
aktuálńı, jednička ve vektoru je kv̊uli vyjádřeńı posunut́ı výstupńıch hodnot.
Referenčńı hodnoty veličin se uplatńı v kritériu regulátoru jako požadováné
hodnoty. Ćılem regulace je, aby výstupy sledovaly svou referenčńı hodnotu,
která je v tomto př́ıpadě konstantńı.

3.2.3 Stavová matice

Změnu stavu v jednom časovém kroku vyjadřuje matice vývoje stavu značit
všechny
matice
bud’ P

nebo
P
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P =






























u1
1 u2

1 u1
2 u2

2 y1
1 y2

1 y1
2 y2

2 1 u1
0 u2

0 y1
0 y2

0}

nu

. . . .

. . . .
}

nu(ru − 1)
1 . . .

. 1 . .
}

ny

1b1
1

1b2
1

1b1
2

1b2
2

1a1
1

1a2
1

1a1
2

1a2
2

1k

2b1
1

2b2
1

2b1
2

2b2
2

2a1
1

2a2
1

2a1
2

2a2
2

2k
}

ny(ry − 1)
1 . . .

. 1 . .

}11
}

nu

1 .

. 1

ny

{
1 .

. 1






























(3.2)

Tečky znamenaj́ı nuly.
Pokud uvažujeme nulové vstupy systému, plat́ı z(t + 1) = P z(t).
Popis blok̊u matice:

• Prvńı dva řádky matice jsou nulové, protože vývoj systému nedává
hodnoty vstupu – ty budou doplněny později. (tečky znamenaj́ı nuly)

• Blok na druhých dvou řádćıch zajǐst’uje posun historie vstupu.

• Blok na daľśıch dvou řádćıch určuje hodnotu výstupu. Zde je využit
vněǰśı popis systému. Jsou to vlastně parametry systému. Celé řádky
na nichž blok lež́ı jsou označovány jako Θ ∈ Rny, nu(ru+1)+ny(ry+1)+1.
Matice Θ má prvky připadaj́ıćı referenčńım hodnotám (posledńıch nu+
ny řádk̊u) nulové, protože ty nejsou část́ı p̊uvodńıho systému, ovlivňuj́ı
pouze regulaci.

• Blok na čtvrté dvojici řádk̊u posouvá historii výstupu.

• Zbytek matice, posledńıch pět jedniček na diagonále, zachovávaj́ı kon-
stantńıch pět posledńıch složek vektoru rozš́ı̌reného stavu.

Matice P je generována funkćı matp.
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3.2.4 Vývoj systému

Časový vývoj rozš́ı̌reného stavu systému lze popsat následuj́ıćı smyčkou

1. t = 1 z = z0

2. z(u1

1
u2

1
) = (u1(t) u2(t))

3. z = P z

4. t = t + 1
5. jdi na 2.

(3.3)

Obsah vektoru z se v jednotlivých kroćıch měńı. Pro zvýrazněńı vývoje
stavu vzhledem k času, je zde tabulka, která ukazuje d̊uležitou část stavu po
provedeńı kroku 2. a 3.

z před kr. 2. po kr. 2. po kr. 3.

u1
1 0 u1(t) 0

u2
1 0 u2(t) 0

u1
2 u1(t − 1) u1(t − 1) u1(t)

u2
2 u2(t − 1) u2(t − 1) u2(t)

y1
1 y1(t − 1) y1(t − 1) y1(t)

y2
1 y2(t − 1) y2(t − 1) y2(t)

y1
2 y1(t − 2) y1(t − 2) y1(t − 1)

y2
2 y2(t − 2) y2(t − 2) y2(t − 1)

...
...

...
...

(3.4)

tečky na posledńım řádku nahrazuj́ı nezaj́ımavou část stavu, to jest kon-
stantńı jedničku a referenčńı hodnoty.

Simulace vývoje je ve funkci simsys, která nav́ıc ř́ıd́ı systém ve smyslu
LQ–regulace. Prakticky je však rychleǰśı mı́sto násobeńı matićı P pouze
posouvat stav a aktuálńı výstup poč́ıtat (y1

1, y
2
1)

T = Θ z. Matice P se up-
latńı předevš́ım při výpočtu zákona ř́ızeni v LQ–regulaci.

3.3 Regulátor

LQ regulátor patř́ı do rodiny prediktivńıch regulátor̊u a jeho činnost je
založena na předv́ıdáńı chováńı ř́ızeného systému určitý čas do budoucna po-
dle modelu systému, který je v regulátoru obsažen. Je nutné rozlǐsit aktuálńı
čas t, ve kterém prob́ıhá regulačńı krok a čas hloubky predikce τ , tj. posunut́ı
v̊uči aktuálńımu času.

Při predikci, by měly být všechny předv́ıdané veličiny označeny dvěma
časy, např z(t, τ) je predikovaný stav skutečného stavu z(t + τ).
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V této sekci bude pro zjednodušeńı zápisu aktuálńı čas t z výraz̊u
vynechán a budeme uvádět pouze čas prdikce τ .

3.3.1 Ztrátová funkce

Optimálńı pr̊uběh stavu systému v časovém horizontu optimalizace T je pro
LQ–regulátor určen jako minimum aditivńı ztrátové funkce

L =

T∑

τ=1

l(τ) ,

kde l(τ) je ztráta v čase τ . Je to kvadratická forma (rozš́ı̌reného) stavu
systému

l(τ) = z(τ)T Q z(τ) .

Matice Q je symetrická pozitivně semidefinitńı. Žádané chováńı regulace je
tam, kde je ztráta l nejmenš́ı (nulová).

Př́ıklad kritéria. Chceme, aby výstupy y1
1 a y2

1 sledovaly předepsané hod-
noty y1

0 a y2
0, při tom by však neměly být vstupy systému př́ılǐs veliké, tj.

neměly by být moc vzdálené hodnotám u1
0 a u2

0. Pro takovéto požadavky na
regulaci je v čase τ ztráta

l(τ) = qu1(u1
1 − u1

0)
2 + qu2(u2

1 − u2
0)

2 + qy1(y1
1 − y1

0)
2 + qy2(y2

1 − y2
0)

2 (3.5)

koeficienty q•• určuj́ı váhy d̊uležitosti jednotlivých sč́ıtanc̊u kritéria, jsou to
nezáporná reálná č́ısla.

Matice Q pro takové kritérium je

Q =

u1
1 u2

1 · · · y1
1 y2

1 · · · u1
0 u2

0 y1
0 y2

0








































u1
1 qu1 · · · · · · −qu1

u2
1

... qu2

... −qu2

...
y1

1 qy1 −qy1

y2
1 qy2 · · · · · · −qy2

...
...

...
...

u1
0 −qu1 · · · · · · qu1

u2
0 −qu2 qu2

y1
0 −qy1

... qy1

...
y2

0 −qy2 · · · · · · qy2

(3.6)

Platnost, že l(τ) = z(τ)T Q z(τ) odpov́ıdá l(τ) z (3.5), lze snadno ověřit.
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3.3.2 Minimalizace ztrátové funkce

Vstup je jediné co lze ovlivňovat, proto hledáme minimum kritéria L přes
všechny vstupy v časovém horizontu regulace. Funkce l(τ) je funkćı stavu
z(τ) a ten záviśı na předchoźım stavu z(τ − 1) a aktuálńım vstupu u(τ).

Na vstupu v čase 1 záviśı funkce l(τ) pro všechna τ . Na vstupu v
posledńım časovém okamžiku horizontu T záviśı pouze funkce l(T ). Této
vlastnosti využ́ıvá dynamické programováńı, kdy se provede nejprve mini-
malizace posledńıho sč́ıtance z L, tedy l(T ), podle u(T ). Nalezené minimum,
označ́ıme hmin(T ), již nezáviśı na u(T ), ale pouze na předchoźıch vstupech.
V daľśım kroku se minimalizuje l(T − 1) + hmin(T ) přes u(T − 1). Výsledek
označme hmin(T − 1).

Takto postupně provád́ıme minimalizaci výrazu. To je možno zapsat
rekurentńı rovnićı

hmin(τ) = min
u(τ)

(l(τ) + hmin(τ + 1)), ∀τ ∈ 〈1, T 〉 (3.7)

hmin(T + 1) = 0 (3.8)

od času T až k počátku.
Hodnota hmin(τ) je minimum

hmin(τ) = min
u(τ), τ∈{τ ...T}

T∑

i=τ

l(i)

což jest ztráta od času τ do konce horizontu. Funkce hmin(τ) se proto nazývá
optimal cost to go. hmin(1) je minimálńı ztráta L pro celý horizont regulace.

Hodnoty vstup̊u vedoućı k optimalitě jsou dány argumentem minima

uopt(τ) = arg min
u(τ)

(l(τ) + hmin(τ + 1)), ∀τ ∈ 〈1, T 〉

Ukazuje se, že uopt neńı vyjádřeno absolutně, ale výrazem

uopt(τ) = cl(τ) x(τ) ,

kde cl(τ) je tzv. zákon ř́ızeńı (control law). Pro ř́ızeńı v každém kroku !rozmer
cl, zak
riz je
to cl a
ne ten
soucin

použijeme pouze cl(τ) v čase τ = 1, protože z(1) obsahuje skutečnou,
naměřenou hodnotu stavu, nikoliv predikci.

u(1) = cl(1) z(1)

Pokud je l(τ) nezávislé na kroku regulace, či-li matice Q je konstantńı, je
možno zákon ř́ızeńı cl(1) vypoč́ıtat pouze jednou, protože je konstantńı též.
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3.3.3 Matice v odmocninové formě

Odmocnina matice A, označme
√

A, pokud existuje, je horńı trojúhelńıková

matice splňuj́ıćı A =
√

A
T√

A.
[kdy existuje (PSD)? jednoznačnost?]

[dát sem to tvrzenı́ z důkazu.]

[má se odmocnina definovat jako hornı́ trojůhelnı́ková, nebo

je to jedno, protože ji lze na HT vždy upravit násobenı́ OG

maticı́.

3.3.4 Ztrátová funkce v odmocninové formě

Ztrátovou funkci l(τ) lze vyjádřit v odmocninové formě předefinovat
odmoc-
ninu
i na
matice

l(τ) = z(τ)T Q z(τ) = z(τ)T
√

Q
T √

Q z(τ) =

=
(√

Q z(τ)
)T √

Q z(τ) =
√

l(τ)
T √

l(τ) = ‖
√

l(τ)‖2

√

l(τ) =
√

Q z(τ) (3.9)

Pro ilustraci odmocnina matice Q z rovnice (3.6) je

√

Q =

u1
1 u2

1 · · · y1
1 y2

1 · · · u1
0 u2

0 y1
0 y2

0














√
qu1 −√

qu1√
qu2 −√

qu2√
qy1 −√

qy1√
qy2 −√

qy2

(3.10)

3.3.5 Dynamické programováńı v odmocninové formě

Pro snadněǰśı zápis definujeme h(τ) jako

h(τ) = l(τ) + hmin(τ + 1)

Minimalizujeme stejný výraz jako (3.7), ale v odmocninové formě, tedy

‖
√

hmin(τ)‖ = min
u(τ)

‖
√

l(τ) + hmin(τ + 1)‖ = min
u(τ)

‖
√

h(τ)‖, ∀τ ∈ 〈1, T 〉
(3.11)

Nyńı dokážeme, že výraz
√

h(τ) lze vyjádřit

√

h(τ) = H(τ)z(τ), ∀τ ∈ 〈1, T 〉 (3.12)
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kde H je jistá horńım trojúhelńıková odmocnina a že optimálńı ř́ızeńı je tvaru

uopt(τ) = cl(τ) x(τ), ∀τ ∈ 〈1, T 〉 (3.13)

kde cl(τ) je matice př́ıslušných rozměr̊u.

• Pro τ = T + 1 je h(T + 1) = 0, protože jsme na konci simulace a stav
za horizontem nemá na optimalitu žádný vliv. Plat́ı tedy

√

h(T ) =
√

l(T ) + hmin(T + 1) =
√

l(T ) =
√

Q z(T )

čili H(T ) =
√

Q.

• Necht’ pro jisté τ plat́ı
√

h(τ) = H(τ)z(τ) (3.14)

kde H(τ) je odmocnina v horńım trojúhelńıkovém tvaru. Dokážeme, že
pak plat́ı √

h(τ − 1) = H(τ − 1)z(τ − 1) (3.15)

Podle (3.11) a indukčńıho předpokladu (3.14) je

‖
√

hmin(τ)‖ = min
u(τ)

‖H(τ)z(τ)‖ (3.16)

Přeṕı̌seme součin na pravé straně v normě do blokového tvaru

H(τ)z(τ) =









Huu Hux

0 Hxx

0 0

















u(τ)

x(τ)









(3.17)

Hledáme minimum normy tohoto součinu vzhledem k u(τ), na u(τ)
záviśı pouze prvńıch nu složek součinu, nebot’ matice H je horńı
trojúhelńıková. Pro dosažeńı minima voĺıme takové u(τ), aby tyto prvńı
složky byly minimálńı. Pokud nejsou žádné daľśı požadavky na vstup,
lze dosáhnout toho, že jsou nulové.

Huuu(τ) + Huxx(τ) = 0 (3.18)

Optimálńı ř́ızeńı potom je

u(τ) = −H−1
uuHuxx(τ)
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Tak jsme źıskali zákon ř́ızeńı

uopt(τ) = cl(τ) x(τ) (3.19)

kde
cl(τ) = −Huu(τ)−1Hux(τ)

a dokázali tak (3.13) pro jedno τ , pro všechna τ bude dokázáno až po
ukončeńı indukce.

Protože vždy budeme volit u(τ) optimálńı, nebude již součin (3.17)
záviset na u(τ) a prvńıch nu složek součinu bude vždy nulových. Hod-
nota normy se nezměńı pokud tyto prvńı nulové složky úplně vy-
pust́ıme. To lze provést vypuštěńım blok̊u Huu a Hux z matice H

a zbyde jen matice z bloku nul a bloku Hxx, označ́ıme ji H̃. Minimálńı
odmocnina funkce h(τ) je potom

√

hmin(τ) = H̃(τ)z(τ)

Podle konstrukce matice H̃ připadnou při násobeńı vstup̊um jen nuly
a výsledek na aktuálńım vstupu tedy nezáviśı.

Násobeńı stavu z(τ) matićı P dostaneme stav z(τ+1) ovšem bez vstupu,
který samozřejmě neńı d̊usledkem, ale přicháźı zvenku.

Pz(τ) = P

(
u(τ)

x(τ)

)

=

(
0

x(τ + 1)

)

Vstup je formálně nastaven na nulu, což však při násobeńı matićı H̃

nevad́ı. Proto plat́ı
√

hmin(τ) = H̃(τ)z(τ) = H̃(τ)Pz(τ − 1) (3.20)

Tvrzeńı:

Necht’ A = F T F , B = GT G a C = HTH jsou odmocniny, pak z definice
maticového násobeńı plyne

C = A + B = HT H =

(
F

G

)T (
F

G

)

a tedy

H =

(
F

G

)

Z tohoto tvrzeńı, z (3.20) a z (3.9) plyne
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√

h(τ − 1) =
√

l(τ − 1) + hmin(τ) =

(√

hmin(τ)
√

l(τ − 1)

)

=

(
H̃(τ)P√

Q

)

z(τ−1)

(3.21)

Označ́ıme

H′(τ − 1) :=

(
H̃(τ)P√

Q

)

(3.22)

matice H′(τ − 1) však nemuśı být horńı trojúhelńıková. Horńı
trojúhelńıkovou matici H(τ − 1) stejných vlastnost́ı źıskáme
vynásobeńım vhodnou ortogonálńı matićı T

H(τ − 1) = TH′(τ − 1) (3.23)

tak změńıme pouze odmocninu, ale neodmocněný tvar se nezměńı,
protože

H′TH′ = H′T

I
︷ ︸︸ ︷

TTTH′ = (TH′)T (TH′)

Pro nalezeńı ortogonálńı matice T lze použ́ıt QR-algoritmus.

Z (3.22) a (3.23) dostaneme přesně rovnici (3.15)
√

h(τ − 1) = H(τ − 1)z(τ − 1)

kterou jsme chtěli dokázat.

Uzavřeńım indukce také v́ıme, že zákon ř́ızeńı (3.13) plat́ı pro celý
horizont regulace.

3.3.6 Algoritmus pro výpočet zákona ř́ızeńı

Konstrukce d̊ukazu v předchoźı sekci dává algoritmus pro výpočet zákona
ř́ızeńı cl(1)

1. τ = T , H =
√

Q horńı trojúhelńıková
2. H = H bez blok̊u Huu a Hux

3. H = HP

4. H =
(

H√
Q

)

5. H = TH , kde T je ortog. a taková, že levá strana je hor. troj.
6. τ = τ − 1
7. pokud τ > 0, jdi na 2.
6. cl = H−1

uuHux

(3.24)
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Krok 5. je realizován QR-rozkladem matice H na součin ortogonálńı a
horńı trojúhelńıkové matice

TTH := H

Pro zvýšeńı stability výpočtu je vhodné v 1. kroku volit

H = αI

kde α je dostatečně velké č́ıslo. napsat
proč

3.3.7 Optimálńı ř́ızeńı

Algoritmus (3.24) vypoč́ıtá zákon ř́ızeńı cl(1). Výpočet predikce prob́ıhal v
čase t, proto lze cl(1) označit cl(t, 1) podle úmluvy ze sekce 3.3. Funkce
cl(t, 1) nezáviśı na stavu, ale jen na matici Q, která nezáviśı na čase. Pro
ř́ızeńı je potřeba pouze cl(t, τ) pro τ = 1. Z těchto d̊uvod̊u budeme označovat
cl(t, 1) = cl. A tedy optimálńı vstup ve smyslu LQ-regulace je

uopt(t) = cl x(t)

Matici cl je možno vypoč́ıtat pouze jednou pro dané Q.
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Kapitola 4

Vstupńı omezeńı

Velikost vstupńı veličiny je u skutečného systému téměř vždy omezena. Toto
omezeńı vyjádř́ıme množinou U, ve které muśı ležet hodnota vstupu

u ∈ U ⊂ Rnu

Obrázek 2D omezuj́ıćı množiny – nějaká brambora

4.1 Nezávislá vstupńı omezeńı

Obrázek 2D omezuj́ıćı množiny nezávislé – obdélńık
Množina U může vypadat r̊uzně. Pokud však jsou omezeńı jednotlivých

složek vstup̊u navzájem nezávislá a omezeńı jedné složky nezáviśı na hodnotě
jiných složek

ui ∈ 〈ui
min, u

i
max〉, pro i = 1, · · · , nu

množina možných vstup̊u U je potom kartézským součinem těchto interval̊u

U =
nu∏

i=1

〈ui
min, u

i
max〉 (4.1)

a tvoř́ı nu-rozměrný kvádr. Vlastnost u ∈ U, je možno napsat jako

umin ≤ u ≤ umax

Při konstrukci smyčky regulátor—systém, je třeba zajistit, aby do
ř́ızeného systému byl přiváděn vstup lež́ıćı v množině U. Je několik možnost́ı
jak toho dosáhnout
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4.2 Dodržeńı vstupńıch omezeńı

a) tvrdá omezeńı

vstup navrhovaný regulátorem jistým zp̊usobem omezit tak, aby náležel
do U

b) měkká omezeńı

nastavit regulátor a jeho parametry tak, aby k porušeńı omezeńı ne-
docházelo

c) kombinace předchoźıch dvou, tj. nastavit regulátor tak, aby k porušeńı
docházelo co nejméně, a pak vstupy ještě dodatečně omezovat

4.3 Vliv vstupńıch omezeńı na smyčku

systém – regulátor

4.3.1 Tvrdá omezeńı

Tvrdé omezuj́ıćı podmı́nky na vstupy zp̊usob́ı, že výsledný systém již neńı
lineárńı a výpočet je podstatně složitěǰśı. Prediktivńı regulátory, které jsou
na omezuj́ıćı podmı́nky př́ımo stavěny se nazývaj́ı GPC–regulátory a jsou
založeny na metodě kvadratického programováńı. Tyto regulátory však svou
nelinearitou přináš́ı pot́ıže při určováńı jejich asymptotických vlastnost́ı a
stability.

4.3.2 Měkká omezeńı

Měkká omezeńı jsou realizována pouhou změnou parametr̊u regulátoru. Reg-
ulovaný systém neztrat́ı na linearitě. Nevýhodou je ovšem celkové utlumeńı
vstup̊u i tam, kde to neńı vzhledem ke vstupńım omezeńım nutné. Výsledkem
je horš́ı regulace ve smyslu požadovaných hodnot výstupu.

4.4 Tvrdá omezeńı vstupu vypočteného LQ-

regulátorem

4.4.1 Jednoduché omezeńı vstupu

Uvažujme př́ıpad, kdy LQ-regulátor navrhuje vstup, který neodpov́ıdá
omezeńım. Vstup je ze zákona ř́ızeńı dán

ũ = cl x
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vstup je označen vlnkou, protože opravdový vstup, bez vlnky, bude omezen.
Nejjednodušš́ı omezeńı je, aby skutečný vstup byl co možná nejbĺıže vs-

tupu ze zákona ř́ızeńı
u = arg min

u∈U

‖u− ũ‖

Pokud je omezuj́ıćı množina U jen nu-rozměrný kvádr (4.1), stač́ı omezit
pouze jednotlivé složky u na nejbližš́ı bod př́ıslušného intervalu 〈ui

min, u
i
max〉.

Toto je jistě přirozená volba omezeńı skutečného vstupu, pokud známe
pouze vstup daný regulátorem.

4.4.2 Omezeńı vstupu vycházej́ıćı z principu LQ

regulátoru
Obrázek,
jak se
omezuje
kla-
sicky
a jak
přes
QP

Při LQ regulaci však můžeme znát v́ıc. Můžeme hledat minimum normy
součinu (3.17), což je totéž, jako hledat minimum normy vektoru sestaveného
z prvńıch nu složek tohoto součinu

u = arg min
u∈U

‖Huuu + Huxx‖2 (4.2)

kde matice Huu a Hux jsou z posledńıho kroku dynamického programováńı,
kde τ = 1. Při omezeńıch již nebude vždy možné dosáhnout nuly, tak jako v
(3.18).

Minimalizace (4.2) vede na úlohu kvadratického programováńı

u = arg min
umin≤u≤umax

(uTHT
uuHuuu + 2xTHT

uxHuuu) (4.3)

V každém kroku regulace muśı proběhnout algoritmus kvadratického pro-
gramováńı, který je v obecném př́ıpadě poměrně časově náročný. Počet
vstup̊u systému je však zpravidla ńızký, takže doba potřebná pro výpočet
je přijatelná.

4.4.3 Omezeńı realizované GPC regulátorem

GPC regulátor minimalizuje ztrátovou funkci včetně predikce pouze metodou
kvadratického programováńı a v̊ubec nepouž́ıvá zákon ř́ızeńı.

Výhodou je, že jsou vstupńı omezeńı dodržována i při predikci.
Nevýhodou značná časová náročnost výpočtu a obt́ı̌zné určováńı asymp-

totických vlastnost́ı systému.
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Kapitola 5

Parametry regulátoru d̊uležité

pro zajǐstěńı vyhovuj́ıćıch

vstup̊u

Daľśı možnost jak udržet vstupy povoleném rozsahu, je vhodně nastavit váhy
q•• v kritériu (3.5). Pokud nastav́ıme větš́ı penalizaci vstup̊u, budou vstupy
optimálńıho ř́ızeńı menš́ı. Dostatečně velkou hodnotu těchto vah lze doćılit
splněńı vstupńıch omezeńı.

Omezeńı vstup̊u pouhým zvýšeńım odpov́ıdaj́ıćıch parametr̊u v kritériu
neńı naprosto spolehlivé a je nutno ještě vstupy omezovat některým
zp̊usobem z kapitoly 4.4. Důvodem je např́ıklad velká porucha v šumu,
regulátor zareaguje ř́ızeńım úměrným velikosti poruchy. Pokud považujeme
šum za normálně rozdělený, nelze předem vyloučit i libovolně velikou
poruchu.

Při tomto zp̊usobu dodržeńı vstupńıch omezeńı, jsou tvrdé korekce vstup̊u
na vstupy z kapitoly 4.4 použita jen minimálně, a lze použ́ıt znalosti o asymp-
totickém chováńı LQ-regulátoru.

Volba velké penalizace vstup̊u ve ztrátové funkci může převážit penalizaci
výstup̊u a systém pak již přestává být ř́ızen. To je nežádoućı.

V této kapitole je ztrátovou funkćı mı́něna funkce L, která je použita při
výpočtu zákona ř́ızeńı, tedy před nebo v pr̊uběhu regulačńıho procesu.

5.1 Druhy penalizace v kvadratickém

kritériu

V kapitole 3.3.1 je uvedeno kritérium penalizace (3.5), to však neńı jediná
možnost jak může vypadat.
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Nyńı budou uvedeny r̊uzné druhy vah, jejichž lineárńı kombinaci lze
použ́ıt jako ztrátovou funkci.

1. penalizace odchylky od referenčńı hodnoty
Tato penalizace má tvar (u•

1 − u•
0)

2 pro vstupy a pro vstupy vypadá
obdobně. Lze ji považovat za základńı váhu, protože vystihuje náš
prvořadý ćıl – sledovat referenčńı trajektorie. Je použita v rovnici (3.5).

2. penalizace př́ır̊ustk̊u vstup̊u
Je tvaru (u•

1 − u•
2)

2 a jej́ı úkol je zabránit př́ılǐs rychlým změnám
mezi jednotlivými kroky regulace. Ćılem této penalizace je pomoci při
udržováńı vstup̊u v povoleném rozsahu. (Možná by mohlo být užitečné
použ́ıt tuto váhu i na výstupy.)

3. vzájemná penalizace rozd́ılu dvou r̊uzných veličin
Je tvaru (u1

1 − u2
1)

2 a v určitých př́ıpadech MIMO systémů by mohla
mı́t d̊uležitý vliv na udržeńı vstup̊u v povoleném rozsahu.

Pokud je však u1
0 6= u2

0, pak tato penalizace bude p̊usobit proti penal-
izaci na dodržováńı referenčńı hodnoty, která je v́ıce – méně prvořadé
d̊uležitosti. Řešeńım je tato modifikace ((u1

1 − u1
0) − (u2

1 − u2
0))

2.

Penalizace z dvou předchoźıch bod̊u jsou ve výsledné ztrátové funkci
násobeny nezápornými koeficienty (váhami) q•. V tomto př́ıpadě je
možné koeficient dostat pod mocninu, přitom u každého ze člen̊u rozd́ılu
může být koeficient jiný (q1

•(u
1
1 − u1

0) − q2
•(u

2
1 − u2

0))
2.

4. daľśı možnosti penalizaćı
jako je např́ıklad vzájemná penalizace tř́ı r̊uzných veličin, nebo mı́sto
penalizace př́ır̊ustk̊u, aproximuj́ıćıch prvńı derivaci, penalizovat aprox-
imaci třet́ı derivace. Možnost́ı je v́ıce.

5.2 Obecná penalizace volbou celé odmoc-

niny kritéria

Mı́sto zabudováváńı jednotlivých druh̊u penalizaćı do kritéria jako v
předchoźı sekci je možné vźıt celý trojúhelńık odmocniny jako jednu penal-
izaci, jej́ıž váhy jsou právě prvky trojúhelńıkové odmocniny.

Výhodou tohoto př́ıstupu je, že v takové to penalizaci jsou zastoupeny
všechny možné druhy penalizaćı z předchoźı sekce.

Nevýhodou je velké množstv́ı parametr̊u (vah) kritéria. Počet prvk̊u

trojúhelńıku matice n × n je n(n+1)
2

.
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Který z těchto dvou př́ıstup̊u je lepš́ı to zat́ım nev́ım.
Výchoźı penalizaćı při tomto postupu voĺıme tak, aby pouze výstupy sle-

dovaly referenčńı hodnoty – to je ćılem regulace. V daľśıch iteraćıch začnou
mı́t vliv penalizace vstup̊u. iterace

patř́ı
až do
metod
opti-
mal-
izace

nev́ım jestli to dokonverguje k nejlepš́ımu řešeńı, jestli to třeba nezačne
zhoršovat výstupy, i když by existovalo jiné řešeńı jak zlepšit vstupy, ale asi
to bude stejné jako ve zp̊usobu z předchoźı kapitoly. Možná bude potom nutné
prohledat všechna řešeńı na nejlepš́ı výstup. To bude ale pracné.

toto
dát
až do
popisu
metody
mini-
mali-
ace

5.3 Penalizace odchylky reference a velikosti

př́ır̊ustk̊u vstup̊u v maticové formě

Obecná penalizace je př́ılǐs výpočetně náročná a výsledek nemá jasnou
fyzikálńı interpretaci. Jednotlivé druhy penalizaćı jsou zas př́ılǐs konkrétńı.

Určitý kompromis ve volbě penalizace je ztrátová funkce ve tvaru

(u1 − u0)
T Qu(u1 − u0) + (u2 − u1)

T Qdu(u2 − u1) + (y1 − y0)
T I(y1 − y0)

kde u1 je aktuálńı vektor vstupu, u0 je referenčńı hodnota a u2 je vstup
spožděný o jeden krok. Ṕısmeno I označuje jednotkovou matici.

Matice Qu penalizuje velikost vstup̊u. Jej́ı diagonálńı prvky určuj́ı váhu
odchylky vstupu od referenčńı hodnoty. Mimodiagonálńı prvky definuj́ı váhy
kř́ıžových penalizaćı.

Velikost př́ır̊ustk̊u vstupńı veličiny penalizuje matice Qdu diagálńımi
prvky. Obdobně prvky mimo diagonálu penalizuj́ı kř́ıžové velikosti změn
př́ır̊ustk̊u hodnot vstup̊u.

Obě matice Qu i Qdu muśı být pozitivně semidefinitńı. Nebo
definitńı?Penalizace výstup̊u je konstantně jednotková matice.

Význam matic Qu a Qdu a jejich diagonálńıch a mimodiagonálńıch prvk̊u
bude demonstrován na simulovaných systémech.

XXX struktura matice Q sestavená z bloku Qu a Qdu. XXXX

5.4 Hodnoceńı regulátoru za omezuj́ıćıch

podmı́nek

Pokud má ř́ızený systém omezeńı na vstup a je nutno upravit regulátor
změnou jeho parametr̊u. Vybereme takové parametry, aby regulace byla
co nejlepš́ı. Vlastnost ”nejlepš́ı regulace” definujeme jako minimum jisté
ztrátové funkce.
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Pro tento účel definujeme ztrátovou funkci V , která bude mı́t podobný
význam jako ztrátová funkce L v sekci 3.3.1. Rozd́ıl je však v tom, že
ztrátová funkce V nebude použita v pr̊uběhu regulace, či sṕı̌se při predik-
tivńım výpočtu zákona ř́ızeńı cl jako funkce L. Naopak, funkce V bude hod-
notit pr̊uběh veličin systému až po provedeńı simulace.

Funkce L nemůže zastoupit funkci V , protože LQ-regulace je pro L vždy
optimálńı - funkce nemůže hodnotit sama sebe. Daľśım d̊uvodem je ome-
zováńı vstup̊u, které je aplikováno až na regulátorem navrhovaný vstup a
ten o něm tedy “nev́ı”.

Ztrátová funkce V je aplikována na výsledný pr̊uběh veličin regulace,
ten je však dán parametry regulátoru a proto je V funkćı těchto parametr̊u.
Obecně bude mı́t tvar bud’to pr̊uměru nebo maxima z jednotlivých ztrát,
které záviśı na konkrétńıch časových kroćıch regulace.

V =

∑t=Tsim

t=1 v(t)

Tsim

(5.1)

nebo
V = max

t=1,...Tsim

v(t) (5.2)

kde Tsim je počet krok̊u simulace.
Ztrátová funkce tvaru sumy je vhodná pro trvalé akčńı zásahy např́ıklad

při kompenzaci poruchy.
Pokud budeme hodnotit vstupy v systému, který reaguje např́ıklad na

skok, bude vhodné poč́ıtat maximum z d́ılč́ıch funkćı v, protože skok je prove-
den v jednom kroku a vstupy se ustáĺı také rychle. Kdyby byla ztráta dána
pr̊uměrem, záležela by pak na délce regulace, př́ıpadně na počtu skok̊u.

Taková ztrátová funkce může hodnotit např́ıklad chováńı výstup̊u při
regulaci s omezovačem, vstup̊u při regulaci bez tvrdých omezeńı (jak to udělat
v praxi) nebo výstup̊u na oblasti parametr̊u s dobrým chováńım vstup̊u

5.4.1 Hodnoceńı výstup̊u při regulaci s omezovačem

Přirozený požadavek na regulátor je, aby ř́ızený systém vykazoval minimálńı
odchylku výstupu od požadovaných výstupńıch hodnot. Omezeńı vstupu lze
jednoduše zajistit vložeńım omezovaćıho členu na vstup ř́ızeného systému.

Ztrátu v jednom kroku regulace vy(t) pro tento př́ıpad definujeme jako
nějakou vzdálenost výstupu od jeho referenčńı hodnoty

vy(t) = ‖y(t) − y0(t)‖? (5.3)

Použitá norma může být r̊uzná, např. pr̊uměr nebo maximum z jed-
notlivých složek výstupu, pokud jich má systém v́ıc.
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Celková ztráta Vy záviśı na těchto d́ılč́ıch ztrátách vy jedńım ze zp̊usob̊u
5.1 nebo 5.2.

Globálńı minimum funkce Vy je v bodě, který odpov́ıdá parametr̊um ne-
jlepš́ıho regulátoru.

Ačkoli je tento př́ıstup k hodnoceńı regulátoru velmi objektivńı, má i
své vážné nedostatky. Např́ıklad při velmi př́ısných omezeńıch se bude vstup
pohybovat téměř vždy na hranici povolené oblasti, omezeńı budou skoro vždy
aktivńı. T́ım se ovšem ztrat́ı hladkost pr̊uběhu regulace, a tak se dostav́ı
stejný problém jako u GPC regulátor̊u, nebude možné určit asymptotické
vlastnosti regulačńı smyčky.

5.4.2 Hodnoceńı vstup̊u při regulaci bez omezeńı
Jak to
provést
na
reálném
systému?

Dodržeńı vstupńıch omezeńı lze dosáhnout i jinak než pouhým zapojeńım
omezovaćıho členu. Budeme hledat takové parametry regulátoru při kterých
bude vstup co nejméně porušovat omezeńı. Vlastnost výstupu necháme zat́ım
stranou.

Hodnot́ı se pouze vstupy podle mı́ry překročeńı vstupńıch omezeńı. Obvod
regulace je bez omezovaćıho členu. Chováńı výstup̊u se nehodnot́ı. Jak ve

skutečnosti
neome-
zovat?

Jednou z možnost́ı je poč́ıtat ztrátovou funkci jako součet d́ılč́ıch
ztrátových funkćı jednotlivý krok̊u regulace. Každá taková d́ılč́ı funkce bude
vyjádřena nějakým druhem vzdálenosti aktuálńıho vstupu od množiny dané
vstupńımi omezeńımi.

Skutečná ztrátová funkce bude mı́t jistou toleranci pro porušeńı vstup̊u.
Např́ıklad pokud do systému vstupuje šum, neńı možné vyloučit, že k
překročeńı omezeńı někdy stejně dojde, a proto je tato tolerance potřebná.

Od sumy d́ılč́ıch ztrátových funkćı bude tato tolerance odečtena, výsledek
označ́ıme Vu. Znaménko Vu rozděluje parametrický prostor na dvě části.
Oblast, ve které je záporné obsahuje regulátory, které vedou k dodržeńı vs-
tupńıch omezeńı v dané toleranci nebo lépe. V mı́stech s kladným znaménkem
funkce Vu jsou omezeńı dodržována nedostatečně.

Funkce Vu pro hodnoceńı porušeńı vstupńıch omezeńı U bude tvaru

Vu =

t=Tsim∑

t=1

vu(t) − utol

nebo
Vu = max

t=1,...Tsim

vu(t) − utol

kde utol je tolerance pro porušeńı vstupńıch omezeńı a vu je

vu(t) = ̺(u(t), U)
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kde ̺ je nějaká vzdálenost. Pokud jsou omezeńı nezávislá, viz. (4.1), může
být, podobně jako v předchoźı sekci, dána pr̊uměrem nebo maximem z od-
chylek jednotlivých složek od povolené oblasti. Přitom každá složka odchylky
je ještě normalizovaná podle velikosti př́ıslušného omezeńı.

S použit́ım značeńı z (4.1) může ztrátová funkce mı́t následuj́ıćı tvar

vu(t) =

∑nu

i=1 ̺(ui(t), 〈ui
min, u

i
max〉)

nu

̺ je v tomto př́ıpadě obyčejná vzdálenost na reálných č́ıslech.
Ćılem je naj́ıt regulátor nálež́ıćı do oblasti, na které je Vu menš́ı nebo

rovno nule. Vlastnost výstupu je nejlepš́ı, když maj́ı vstupy co největš́ı vol-
nost a se zvětšuj́ıćımi parametry se tlumı́ vstupy. Proto bude regulátor mı́t
parametry v mı́stech, kde se obě oblasti dotýkaj́ı, tedy tam, kde je Vu nulová.

lépe
Oblast kde je funkce Vu nulová, však nebude jen pod, ale nějaká nadplocha

v parametrickém prostoru. Lze tedy na ńı dále vyb́ırat.
Abychom mohli formálně mluvit o ztrátové funkci, je nutno brát absolutńı

hodnotu této funkce ‖Vu‖, protože ztrátová funkce se vždy minimalizuje.

Modifikace pro realizovatelnost Ve skutečnosti neńı možné ř́ıdit systém
mimo povolené vstupy, protože by se mohl prostě zničit. Předpokládám, že
vstupńı omezeńı jsou maximálńı př́ıpustné.

Řešeńım je použ́ıt omezovač vždy, ale pro výpočet použ́ıt velikost vstupu
před omezovačem, nebo-li ztráta vstupu Vu bude součet rozd́ıl̊u hodnot před
a za omezovačem.

5.4.3 Hodnoceńı výstup̊u při regulaci bez omezeńı

V předchoźı sekci bylo uvedeno, že optimálńı regulátor ve smyslu vstupńıch
omezeńı lež́ı na jisté nadploše. Nyńı se soustřed́ıme na vyb́ıráńı z nejlepš́ıho
regulátoru z této nadplochy.

Nejvhodněǰśı kritérium pro výběr bude jistě chováńı výstup̊u ve
smyslu odchylky od žádané trajektorie. Na nadploše budeme minimalizovat
ztrátovou funkci Vy ze sekce 5.4.1.

Nyńı se nemuśıme omezovat jen na nadplochu, ale př́ıpustné řešeńı je z
celé části prostoru, kde Vu je záporná nebo nulová.

V předchoźı sekci byla hranice vybrána jen proto, že tam předpokládáme
nejlepš́ı ř́ızeńı výstup̊u. Ted’ však budou optimalizovány př́ımo.

Z optimalizačńıho hlediska hledáme minimálńı Vy při omezeńı Vu ≤ 0.

27



5.5 Pravděpodobnostńı hodnoceńı

regulátoru

Chtělo by to znát rozděleńı ztrátové funkce V jako náhodné veličiny. Použit́ı
dlouhé doby simulace to však částečně kompenzuje. Nicméně se najde jen
středńı hodnota a ne rozděleńı.

Bylo by jistě užitečné zaručit, že např. z 90% budou vstupy dobré. A na
to je nutné rozděleńı znát. (viz. ”Výzkumný úkol”)
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Kapitola 6

Metody optimalizace

simplex search
quasi-newton
SQP
největš́ı spád
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Kapitola 7

Realizace v Matlabu *

(NENÍ ÚPLNĚ AKTUÁLNÍ)
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Kapitola 8

Simulované pokusy

V této kapitole jsou uvedeny r̊uzné pokusy, které ilustruj́ı možnosti optimal-
izace LQ regulátoru včetně výpočetńı náročnosti.

8.1 Spojené nádoby

Systém spojených nádob.
Nejprve byla provedena minimalizace pouze výstupu, viz sekce 5.4.2.

Výchoźı bod byl počátek.
z = -2.1618e-005 zm = 0.0410
Hodnota funkce Vu = −2.1618e − 005, čili omezeńı vstupu je splněno

právě v toleranci.
Našlo se nějaké lokálńı minimum, ne optimálńı v̊uči výstup̊um. Chováńı

výstup̊u je Vy = 0.0410, tj. výstupy se odchyluj́ı poměrně hodně. Pr̊uběh
regulace je na obrázku 8.1 prvńı zleva.
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Obrázek 8.1: Pr̊uběh regulace před a po použ́ıt́ı funcke fmincon
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Výsledky minimalizace Vu a pak omezené minimalizace Vy (obr. 8.1). Z
obrázku je vidět, že vázaná minimalizace má smysl. Pro př́ıpad normované
ztrátové funkce, byl rozd́ıl podobný. Z tohoto obrázku má vázaná minimal-
izace význam pro eliminaci konstantńı odchylky ř́ızeńı.

Minimalizace podle kř́ıžových kritéríı, se ukázala naprosto zbytečná.
Dokonce se při ńı mimodiagonálńı prvky v̊ubec neodchýlily od startovńı
nuly.
—TO JE CHYBA V PROGRAMU —

32



Kapitola 9

Závěr
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